
8 Е. ". Смирнов

16. Шестнадцата* лекци*, 26 *нвар* 2023 г.

16.1. Сопр76енност@ стабилиCаторов точек одной орбиты. Рассмотрим мо-
дел9ный пример: пуст9 группа Sn действует на мно,естве {1, . . . , n}. Это действие
тран#итивно: л4бые два элемента мо,но перевести друг в друга (например, под-
ход)щей транспо#ицией). Стабили#атор элемента i F это мно,ество перестановок
σ, удовлетвор)4щих услови4 σ(i) = i. Nсно, что это подгруппа, котору4 мо,но
ото,дествит9 с перестановками мно,ества и# n − 1 элемента, т.е. Sn−1. В частно-
сти, стабили#аторы ра#личных элементов Cустроены одинаковоD (т.е. и.оморфны;
точное #начение этого термина по)витс) в следу4щей лекции). Более точно мо,но
ска#ат9, что эти подгруппы перевод)тс) друг в друга сопр,)ением. Ока#ываетс),
это свойство выполнено всегда: стабили#аторы элементов одной орбиты сопр),ены.

Теорема 16.1. Пуст8 группа G действует на мно)естве X, и x, y E элементы

одной орбиты, причем y = gx. Тогда

Stab y = g(Stab x)g−1
.

Дока.ател8ство. Рассмотрим какой-нибуд9 элемент h ∈ Stab x. Это #начит, что
hx = x. Поскол9ку y = gx, то элемент y переводитс) в элемент x действием обратного
к g элемента группы: x = g

−1
y. Подставим это в предыдущее равенство:

h(g−1
y) = g

−1
y,

что равносил9но тому, что
ghg

−1
y = y.

Стало быт9, элемент ghg
−1 принадле,ит стабили#атору элемента y тогда и тол9ко

тогда, когда h ∈ Stab x, что и требовалос9. □
Отс4да получаетс) такое следствие.

Следствие 16.2. В обо.начени,х предыдущей теоремы, | Stab y| = | Stab x| (т.е.
эти две подгруппы либо состо,т и. одинакового конечного числа элементов, либо

обе бесконечны).

16.2. Точки орбиты как сме6ные классы по стабилиCатору. Рассмотрим дей-
ствие G ↷ X. Пуст9 x ∈ X F некоторый элемент, и Gx F его орбита.

Теорема 16.3. Имеетс, биекци, ме)ду точками орбиты Gx и левыми сме)ными

классами G/ Stab x по стабили.атору элемента x. При этой биекции элементу

y = gx ∈ Gx отвечает сме)ный класс g Stab x ∈ G/ Stab x.

Дока.ател8ство. Рассмотрим два элемента g1, g2 ∈ G, перевод)щие x в один и тот
,е элемент y = g1x = g2x. В этом случае x = g

−1
1 g2x, то ест9 g

−1
1 g2 ∈ Stab x. Но это и

#начит, что g1 ≡ g2 mod Stab x. Все эти переходы )вл)4тс) равносил9ными, откуда
и получаетс) искома) биекци). □

И# этой теоремы получаетс) кл4чевой ре#ул9тат, относ)щийс) в к конечным груп-
пам:

Теорема 16.4. Пуст8 конечна, группа G действует на мно)естве X. Тогда дл,

л6бого элемента x ∈ X верно, что

|G| = |Gx| · | Stab x|.
Дока.ател8ство. Действител9но, количество элементов орбиты (кстати, оно на#ы-
ваетс) длиной орбиты) равно числу сме,ных классов G/ Stab x. Утвер,дение тео-
ремы получаетс) применением к группе G и ее подгруппе Stab x теоремы Лагран-
,а. □
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Следствие 16.5. Длина орбиты и пор,док стабили.атора дел,т пор,док группы.

16.3. Формула Бернсайда. Непосредственное описание орбит действи) конечной
группы на конечном мно,естве мо,ет быт9 непросто. Например, рассмотрим сле-
ду4щу4 #адачу.

Fадача 16.1. Найдите количество раскрасок граней куба в 3 цвета. Две раскраски
счита4тс) одинаковыми, если их мо,но совместит9 поворотом.

Лобовое решение этой #адачи да,е дл) двух цветов у,е требует некоторого пе-
ребора. Ока#ываетс), что ответ на этот и подобные вопросы мо,ет дат9 формула

Бернсайда
1.

Введем следу4щее обо#начение. Пуст9, как и ранее, группа G действует на мно-
,естве X; #афиксируем некоторый элемент g ∈ G. Обо#начим чере# X

g мно,ество
элементов и# X, неподви,ных относител9но g:

X
g = {x ∈ X | gx = x}.

Теорема 16.6 (формула Бернсайда). Пуст8 группа G и мно)ество X конеч-
ны. Тогда число орбит |X/G| равно среднему арифметическому мощностей мно-
)еств |Xg|:

|X/G| = 1

|G|
)

g∈G

|Xg|.

Дока.ател8ство. Рассмотрим мно,ество пар (g, x) ∈ G × X, дл) которых верно,
что gx = x. Найдем их общее число двум) способами. С одной стороны, оно равно

)

g∈G

|Xg|.

С другой стороны, мо,но просуммироват9 не по элементам группы G, а по элемен-
там мно,ества X: мы получим, что эта ,е величина равна

)

x∈X

| Stab x|.

Ра#об9ем эту сумму на части, отвеча4щие ра#личным орбитам, и воспол9#уемс) тем,
что дл) точек одной орбиты стабили#аторы име4т одну и ту ,е мощност9.

)

x∈X

| Stab x| =
)

A∈X/G

)

x∈A

| Stab x| =
)

A=Gx∈X/G

|Gx| · | Stab x| =
)

A∈X/G

|G|.

Uдес9 чере# A обо#начаетс) орбита группы G. В последнем переходе мы воспол9-
#овалис9 теоремой 16.4. Но в итоге у нас получилас9 сумма и# |X/G| слагаемых,
равных |G|. То ест9 она равна |X/G| · |G|. Сопоставл)) ее с первым выра,ением дл)
той ,е величины, получаем искому4 формулу. □

Решим #адачу 16.1. Всего име4тс) 24 вращени) куба. Выпишем в таблицу, скол9-
ко бывает каких вращений и скол9ко относител9но ка,дого вращени) неподви,ных
раскрасок. Например, относител9но то,дественного преобра#овани) e ∈ G все рас-
краски будут неподви,ны, т.е. их число будет равно 36 (ка,ду4 и# шести граней
куба мо,но окрасит9 в три цвета). А дл) поворота на 90 градусов относител9но
вертикал9ной оси (мы считаем, что грани куба параллел9ны координатным плоско-
ст)м в R3) ест9 тол9ко 33 неподви,ных раскрасок: дл) них четыре боковых грани

1
ТакGе иногда именуема4 формулой не-Бернсайда; Бернсайд в одной своей работе лишA исполA-

Bовал этот хорошо иBвестный до него факт. Это одна иB многочисленных иллFстраций Bнаменитого

принципа Арнол2да.
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дол,ны имет9 одинаковый цвет, вед9 поворот переводит таку4 раскраску в себ);
цвета верхней и ни,ней грани могут быт9 прои#вол9ными.

элемент количество число раскрасок
то,дественный 1 36

поворот на ±90◦ относител9но
координатной оси

6 33

поворот на 180◦ относител9но
координатной оси

3 34

поворот на 180◦ относител9но
пр)мой, проход)щей чере# сере-
дины противополо,ных ребер

6 33

поворот на ±120◦ относител9но
главной диагонали куба

8 32

Усредним полученные в таблице #начени) и получим ответ:

|X/G| = 1

24
(36 + 6 · 33 + 3 · 34 + 6 · 33 + 8 · 32) = 57.

Самое удивител9ное, что ра#делилос9 нацело. Если не ра#делитс) F ищите ошибку.


