
Алгебра, совбак ВШЭ-ЦПМ, второй курс Семинар 14, 10 󰑱нвар󰑱 2023 г.

Группы, циклические и не тол󰑭ко

󰑪адача 14.1. Дока󰑨ите, что во вс󰑱кой группе:
а) пересечение л󰑧бого набора подгрупп 󰑱вл󰑱етс󰑱 подгруппой;
б) об󰑫единение двух подгрупп 󰑱вл󰑱етс󰑱 подгруппой тогда и тол󰑭ко тогда, когда одна

и󰑬 двух подгрупп содер󰑨итс󰑱 в другой;
в) если подгруппа C содер󰑨итс󰑱 в об󰑫единении подгрупп A ∪ B, то либо C ⊆ A, либо

C ⊆ B.

󰑪адача 14.2. Дока󰑨ите, что если подмно󰑨ество H ⊂ G, e ∈ H, в конечной группе G
таково, что дл󰑱 вс󰑱ких x ∈ H, y ∈ H верно, что xy ∈ H, то и дл󰑱 л󰑧бого x ∈ H
верно, что x−1 ∈ H. Верно ли это в бесконечной группе?

󰑪адача 14.3. Найдите пор󰑱док элемента группы:

а)
󰀕
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

󰀖
∈ S5; б)

󰀕
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 1 6

󰀖
∈ S6; в) 1−i√

2
∈ C∗;

г)
󰀕
0 i
1 0

󰀖
∈ GL2(C); д)

󰀕
−1 a
0 1

󰀖
∈ GL2(C); е)

󰀕
0 −1
1 −1

󰀖
∈ GL2(C).

󰑪адача 14.4. Дока󰑨ите, что во вс󰑱кой группе:
а) элементы x и yxy−1 име󰑧т одинаковый пор󰑱док;
б) элементы xy и yx име󰑧т одинаковый пор󰑱док;
в) элементы xyz и zyx могут имет󰑭 ра󰑬личный пор󰑱док.

󰑪адача 14.5. Пуст󰑭 элементы x и y группы G име󰑧т конечный пор󰑱док и xy = yx.
а) Дока󰑨ите, что если ord x и ord y в󰑬аимно просты, то ord xy равен НОК этих пор󰑱дков;
б) Дока󰑨ите, что существу󰑧т такие k и m, что пор󰑱док элемента xkym равен НОК

пор󰑱дков элементов x и y;
в*) Верно ли это дл󰑱 некоммутиру󰑧щих элементов?

󰑪адача 14.6. Найдите число элементов пор󰑱дка pk в циклической группе пор󰑱дка pm

дл󰑱 0 < k ≤ m. Число p 󰯹 простое.

󰑪адача 14.7. Найдите число элементов ка󰑨дого и󰑬 пор󰑱дков в циклической группе
пор󰑱дка:

а) 23; б) 25; в) 24; г) 100; д) pn.

󰑪адача 14.8. Найдите все подгруппы в ка󰑨дой и󰑬 этих групп.

󰑪адача 14.9. Существует ли бесконечна󰑱 группа, все элементы которой име󰑧т конеч-
ный пор󰑱док?


