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Квадратичные вычеты

󰑪адача 8.1. Вычислите символы Ле󰑨андра:
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󰑪адача 8.2. Ра󰑬решимы ли сравнени󰑱:
а) x2 ≡ 666 mod 2017;
б) x2 ≡ 777 mod 2021,
в) x2 ≡ 999 mod 2022?
Ука󰑬ание. Числа 1999, 2017, 2027, 2029 󰯹 простые; число 2021 󰯹 составное.

󰑪адача 8.3. а) Найдите количество решений уравнени󰑱 x2 + y2 = 1 над Fp.
б) Дока󰑨ите, что уравнение x2 + y2 = a ра󰑬решимо при л󰑧бом a ∈ Fp.

󰑪адача 8.4. Пуст󰑭 p нечетное простое число, и p−1 = rs. Дока󰑨ите, что дл󰑱 ненулевого
остатка a сравнение xr = a mod p ра󰑬решимо тогда и тол󰑭ко тогда, когда xs = 1
mod p.

󰑪адача 8.5. Гипоте󰑬а Эйлера (дока󰑬анна󰑱 Гауссом) утвер󰑨дает, что дл󰑱 данного a дл󰑱
всех простых чисел p вида 4an+ r все символы Ле󰑨андра
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равны ме󰑨ду собой1.

Выведите гипоте󰑬у Эйлера и󰑬 квадратичного 󰑬акона в󰑬аимности.

󰑪адача 8.6. Дока󰑨ите, что простых чисел вида:
а) 4k + 3; б) 4k + 1 бесконечно много.
Ука󰑬ание. В п. а) имитируйте дока󰑬ател󰑭ство Евклида. В п. б) воспол󰑭󰑬уйтес󰑭 описанием
простых элементов в кол󰑭це гауссовых чисел.

⊲ Теорема Дирихле (сло󰑨на󰑱) утвер󰑨дает, что в л󰑧бой арифметической прогрессии, в которой
в󰑬аимно просты первый член и ра󰑬ност󰑭, бесконечно много простых чисел.

1Ср. с утвер󰑨дением о том, когда квадратичными вычетами или невычетами 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 −1 и 2 󰯹
󰑬адача 7.1 аб).


