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6. Шеста& лекци&, 11 окт&бр& 2022 г.

6.1. Многочлены с рационал+ными коэффициентами: корни и при>нак
неприводимости. Приведем поле)ный критерий дл, поиска рационал9ных корней
многочленов с целыми коэффициентами.

Предло;ение 6.1. Пуст) несократима9 дроб) p/q D корен) многочлена anx
n +

· · ·+ a1x+ a0, где ai ∈ Z. Тогда an
... q и a0

... p.

Дока5ател)ство. Подставим p/q в многочлен и домно.им его на qn. Получим сле-
ду>щее равенство (в целых числах):

anp
n + an−1p

n−1q + · · ·+ a1pq
n−1 + a0q

n = 0.

Все слагаемые в нем, кроме последнего, дел,тс, на p, поэтому и a0q
n ... p. Но p и q

в)аимно просты, то ест9 a0
... p. Аналогично an

... q. □
В частности, если an = 1, мы получаем следу>щий ре)ул9тат: рационал9ный ко-

рен9 приведенного многочлена (т.е. многочлена со старшим коэффициентом 1), если
он ест9, об,)ател9но будет целым числом.

В отличие от многочленов над R и тем более C, неприводимые многочлены над
Q (или, что почти то .е самое, над Z) устроены сло.но, и дока)ател9ство непри-
водимости того или иного многочлена мо.ет быт9 непростой )адачей. Приведем
одно достаточное условие, которое иногда по)вол,ет убедит9с, в неприводимости
многочлена с целыми коэффициентами.

Теорема 6.2 (при)нак Эй)енштейна). Пуст) f(x) = xn+an−1x
n−1+ · · ·+a1x+a0 D

приведенный многочлен с целыми коэффициентами, и дл9 некоторого простого p
верно, что все коэффициенты f(x), кроме старшего, дел9тс9 на p, а свободный член
a0 не делитс9 на p2. Тогда f(x) неприводим над Q.

Дока5ател)ство. Предполо.им противное: что f(x) = g(x)h(x) приводим. Анало-
гично дока)ател9ству леммы Гаусса рассмотрим редукци> по модул> p:

f(x) = xn = g(x) · h(x).
Rначит, g(x) = xm и h(x) = xn−m дл, некоторого m, где 0 < m < n. Поэтому
свободные члены g(x) и h(x) дел,тс, на p. Но отс>да следует, что a0 делитс, на p2 ;
противоречие. □

Иногда дл, применени, при)нака Эй)енштейна бывает поле)но сделат9 в много-
члене )амену переменной.

Пример 6.3. Рассмотрим циклотомический многочлен

Φp(x) = xp−1 + · · ·+ x+ 1 =
xp − 1

x− 1
,

где p ; простое число. Дока.ем, что он будет неприводим. Дл, этого сделаем )амену
переменной y = x− 1. Тогда

Φp(y) =
(y + 1)p − 1

y
= yp−1 +

*
p

1

+
yp−2 +

*
p

2

+
yp−3 + · · ·+

*
p

p− 2

+
y + p.

Все коэффициенты этого многочлена
.
p
k

/
кратны p, а свободный член равен p ; в

частности, он не делитс, на p2. Поэтому Φp(y), а )начит и Φp(x), неприводим по
при)наку Эй)енштейна.

Этот пример, в частности, пока)ывает, что при)нак Эй)енштейна не ,вл,етс, необ-
ходимым условием: коэффициенты многочлена Φp(x) не удовлетвор,>т услови> ни
дл, какого p, а он, тем не менее, неприводим.
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6.2. Симметрические многочлены. В учебнике алгебры дл, вос9мого класса
ест9 следу>ща, )адача (как там написано, Zповышенной сло.ности[):

Qадача 6.1. Пуст9 x1, x2 ; корни квадратного уравнени, x2 + px+ q = 0. Найдите
x3
1 + x3

2.

Конечно, мо.но вычислит9 корни уравнени, по и)вестной формуле, посчитат9 их
кубы и сло.ит9. Но это долго и велик шанс ошибит9с,, так что лучше поступит9
иначе: )аметит9, что по теореме Виета (дока)анной в том .е учебнике нескол9кими
страницами ран9ше) x1+x2 = −p, x1x2 = q. Далее, x3

1+x3
2 = (x1+x2)

3−3x2
1x2−3x1x

2
2 =

(x1 + x2)
3 − 3x1x2(x1 + x2) = −p3 + 3pq. Это и ест9 ответ.

При решении этой )адачи мы воспол9)овалис9 тем, что многочлен x3
1+x3

2, а так.е
p и q ; это симметрические многочлены от x1, x2.

6.3. Симметрические многочлены. Пуст9 K ; некоторое поле нулевой характе-
ристики (т.е. содер.ащее поле Q). Например, мо.но считат9, что K = R или C.

Рассмотрим кол9цо многочленов от n переменных K[x1, . . . , xn]. Это мно.ество
конечных линейных комбинаций мономов вида ak1...knx

k1
1 . . . xkn

n , где ak1...kn ∈ K, ко-
торые мо.но складыват9 и умно.ат9 по обычным правилам. Число k = k1+ · · ·+kn
на)ываетс, степен)6 монома. Степен9 многочлена ; это максимум по степен,м
вход,щих в него мономов.

На кол9це K[x1, . . . , xn] действует симметрическа, группа Sn. Её действие на об-
ра)у>щих x1, . . . , xn )адаётс, перестановками переменных: σ(xi) = xσ(i), и продол-
.аетс, на мономы по мул9типликативности: σ(axk1

1 . . . xkn
n ) = xk1

σ(1) . . . x
kn
σ(n), и далее

на все многочлены по линейности.
Многочлены, инвариантные при этом действии, на)ыва>тс, симметрическими.

Определение 6.4. Многочлен от n переменных на)ываетс, симметрическим, если
он переходит в себ, при л>бых перестановках переменных.

Группа перестановок поро.даетс, транспо)ици,ми. Поэтому мо.но дат9 следу-
>щее определение, эквивалентное предыдущему:

Определение 6.5. Многочлен от n переменных на)ываетс, симметрическим, если
он переходит в себ, при перестановке л>бых двух переменных.

Приведем примеры симметрических многочленов.

Пример 6.6 (многочлены Н9>тона). sk = xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n, где k ≥ 1.

Пример 6.7 (элементарные симметрические многочлены). σ1 = x1 + · · · + xn, σ2 =0
i<j xixj, σk =

0
i1<···<ik

xi1xi2 . . . xik , σn = x1x2 . . . xn. В отличие от предыдущего
примера, )дес9 k у.е не превосходит n.

Элементарные симметрические многочлены во)ника>т в формулах Виета, св,)ы-
ва>щих коэффициенты многочлена и его корни:

Теорема 6.8 (Виет). Пуст) многочлен p(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an
раскладываетс9 на линейные мно.ители: p(x) = a0(x − t1) . . . (x − tn). Тогда ak =
(−1)ka0σk(t1, . . . , tn).

Поскол9ку сумма и прои)ведение симметрических многочленов снова будут сим-
метрическими, мно.ество симметрических многочленов обра)ует подкол9цо в K[x1, . . . , xn].
Оно обо)начаетс, чере) K[x1, . . . , xn]

Sn . Кроме того, это подкол9цо градуированное:
если многочлен ,вл,етс, симметрическим, то ка.да, его однородна, компонента
данной степени ; снова симметрический многочлен.
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Это )начит, что если g(y1, . . . , ym) ; прои)вол9ный многочлен, а f1, . . . , fm ; сим-
метрические многочлены, то многочлен g(f1, . . . , fm), полученный в ре)ул9тате под-
становки fi в g, снова будет симметрическим.

Во)никает )адача о нахо.дении системы обра5у6щих этой алгебры: как найти та-
кие симметрические многочлены, чере) которые вс,кий симметрический многочлен
выра.алс, бы полиномиал9ным обра)ом? Ока)ываетс,, что на эту рол9 подход,т
элементарные симметрические многочлены. Кроме того, выра.ение многочлена че-
ре) σ1, . . . , σn ока)ываетс, единственным. Это утвер.дает

6.4. Основна? теорема о симметрических многочленах.

Теорема 6.9 (Основна, теорема о симметрических многочленах). Вс9кий симмет-
рический многочлен единственным обра5ом представл9етс9 в виде многочлена от
σ1, . . . , σn. Иначе говор9, дл9 л6бого симметрического многочлена f(x1, . . . , xn) най-
дётс9 единственный многочлен g(y1, . . . , yn), дл9 которого f(x1, . . . , xn) = g(σ1, . . . , σn).

Пример 6.10. Выра)им s2 чере) элементарные симметрические. s2 = x2
1+ · · ·+x2

n =
(x1 + · · ·+ xn)

2 − 2
0

i<j xixj = σ2
1 − 2σ2. То ест9 в этом случае g(y1, y2) = y21 − y2.

Дока5ател)ство. Определим лексикографическое упор9дочение на мономах от n пе-
ременных. Будем говорит9, что моном xi1

1 . . . xin
n старше монома xj1

1 . . . xjn
n , если дл,

некоторого индекса k имеет место неравенство ik > jk, и при этом все пока)атели
при предыдущих переменных равны: i1 = j1, i2 = j2, . . . , ik−1 = jk−1. Обо)начение:

xi1
1 . . . xin

n ≻ xj1
1 . . . xjn

n .

Таким обра)ом мо.но сравнит9 л>бые два монома, т.е. это полный пор,док. Тер-
мин Zлексикографическое упор,дочение[ обO,сн,етс, тем, что наборы (i1, . . . , in)
и (j1, . . . , jn) сравнива>тс, как слова в словаре: сначала сравнива>тс, их первые
элементы, потом, в случае их равенства ; вторые, и так далее.

Несло.но проверит9 следу>щие свойства лексикографического упор,дочени,:

Предло;ение 6.11. (1) Если u ≻ v и v ≻ w, то u ≻ w;
(2) если u ≻ v, то uw ≻ vw дл9 л6бого w;
(3) если u1 ≻ v1 и u2 ≻ v2, то u1v1 ≻ u2v2.

Упра;нение 6.12. Провер9те эти свойства.

Gамечание 6.13. Лексикографический пор,док не согласован со степен9> монома:
так, например, x2

1x2 ≻ x1x
3
2, хот, степен9 второго монома равна четырем, а первого ;

трем.

Определение 6.14. Старшим членом многочлена f(x1, . . . , xn) (обо)начение: ht f)
на)ываетс, самый старший при лексикографическом упор,дочении и) вход,щих в
него мономов.

Пример 6.15. ht(2x1x
3
3 + x1x

2
2x3 − x2x

2
3 + 5x2

1x2 − 4x2) = 5x2
1x2.

Лемма 6.16. Старший член прои5ведени9 многочленов равен прои5ведени6 их стар-
ших членов.

Дока5ател)ство. Это следует и) свойств лексикографического пор,дка (предло.е-
ние 6.11). □

Следу>ща, лемма у.е относитс, к симметрическим многочленам.

Лемма 6.17. Пуст) f D симметрический многочлен. Тогда его старший член
ht f = u = axk1

1 . . . xkn
n удовлетвор9ет неравенствам k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kn.



22 Е. ". Смирнов

Дока5ател)ство. Предполо.им противное: пуст9 ki < ki+1 дл, некоторого i. То-
гда, по определени> симметрического многочлена, f дол.ен содер.ат9 и моном
axk1

1 . . . x
ki+1

i xki
i+1 . . . x

kn
n . Но этот моном лексикографически старше, чем u. Противо-

речие. □
Лемма 6.18. Пуст) u = xk1

1 . . . xkn
n . Тогда существу6т и одно5начно определены

числа ℓ1, . . . , ℓn, что старший член многочлена σℓ1
1 . . . σℓn

n совпадает с u.

Дока5ател)ство. Старший член многочлена σk равен x1 . . . xk. Поэтому старший
член многочлена σℓ1

1 . . . σℓn
n равен

xℓ1
1 (x1x2)

ℓ2 . . . (x1 . . . xn)
ℓn = xℓ1+···+ℓn

1 xℓ2+···+ℓn
2 xℓn

n .

Получаем систему уравнений на ℓi:
ℓ1 + ℓ2 + · · ·+ ℓn = k1;

ℓ2 + · · ·+ ℓn = k2;

. . .

ℓn = kn.

Она имеет единственное решение: ℓi = ki − ki+1. Лемма дока)ана. □
Перейдём к дока)ател9ству теоремы. Пуст9 f(x1, . . . , xn) ; симметрический мно-

гочлен. Дока.ем существование такого многочлена g(y1, . . . , yn), что f = g(σ1, . . . , σn).
Пуст9 ht f = u = axk1

1 . . . xkn
n . Согласно предыдущей лемме, существует такой много-

член g1(y1, . . . , yn), что ht g1(σ1, . . . , σn) = u. Рассмотрим ра)ност9 этих многочленов:
f1(x1, . . . , xn) = f − g1(σ1, . . . , σn).

Если f1 = 0, то всё дока)ано. Если нет, то пуст9 u2 = ht f1. Wсно, что u2 ≺ u1.
Применим к u2 ту .е процедуру: найдём многочлен от σ1, . . . , σn со старшим членом
u2 и вычтем его и) f1, получим многочлен со старшим членом u3, и так далее. Мы
получим убыва>щу> последовател9ност9 мономов

u1 ≻ u2 ≻ u3 ≻ . . .

Все эти мономы ,вл,>тс, старшими членами симметрических многочленов, т.е. удо-
влетвор,>т услови> леммы 6.17. Rначит, все пока)атели при всех xi во всех uj не
превосход,т пока)ател, при x1 в мономе u1, т.е. k1. Таких мономов имеетс, конечное
число. Поэтому процесс оборвётс,: на каком-то шаге uN = 0. Тем самым мы получим
выра.ение многочлена f чере) элементарные симметрические.

Единственност9 такого представлени, будет дока)ана на следу>щей лекции. □


