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5. П&та& лекци&, 4 окт&бр& 2022 г.

5.1. Многочлены и их корни. Пуст9 A ; прои)вол9ное кол9цо1. Мо.но рассмот-
рет9 кол9цо многочленов с коэффициентами и) A:

A[x] = {anxn + · · ·+ a1x+ a0 | a0, . . . , an ∈ A}.
Если A целостное, то A[x] то.е будет целостным кол9цом (это обсу.далос9 на одной
и) предыдущих лекций).

Рассмотрим прои)вол9ное кол9цо B ⊇ A, содер.ащее A. Пуст9 b ∈ B. Тогда
определен гомомоморфи5м вычислени9 (по-английски evaluation map), действу>щий
на многочлен f(x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0 следу>щим обра)ом:
evb : A[x] → B, f(x) -→ f(b) = anb

n + · · ·+ a1b+ a0.

Если evb(f) = 0, то ест9 f(b) = 0, будем говорит9, что b ,вл,етс, корнем многочле-
на f(x).

Предло;ение 5.1 (теорема Бе)у). Если a ∈ B D корен) многочлена f(x), то
f(x) делитс9 нацело на x − a в кол)це A[x]; иными словами, существует такой
g(x) ∈ A[x], дл9 которого

f(x) = (x− a)g(x).

Дока5ател)ство. Поделим f(x) на g(x) с остатком в кол9це A[x] (подумайте, почему
это всегда мо.но сделат9?). Получим представление

f(x) = (x− a)g(x) + r,

где r ∈ B. Подставив x = a, получим, что r = 0. □
Следствие 5.2. Если A D целостное кол)цо, а a1, . . . , ak D ра5личные его элемен-
ты, то многочлен f(x), обраща6щийс9 в нул) во всех этих точках, делитс9 на
(x− a1) . . . (x− ak).

Дока5ател)ство. Воспол9)уемс, индукцией по k. Ба)а ; это просто предыдущее
предло.ение. Переход: пуст9 утвер.дение дока)ано дл, k − 1 элемента. Тогда

f(x) = (x− a1) . . . (x− ak−1)h(x).

Подставим в это равенство x = ak. Получим

0 = f(ak) = (ak − a1) . . . (ak − ak−1)h(ak).

Все скобки в правой части отличны от 0, так что h(ak) = 0. Rначит, h(x) = (x− ak)g(x),
откуда получаетс, требуемое. □
Следствие 5.3. Если A целостное, ненулевой многочлен f(x) ∈ A[x] степени d
имеет не более d корней в л6бом расширении B ⊇ A.

Упра;нение 5.4. Приведите пример кол9ца, не ,вл,>щегос, целостным, и мно-
гочлена f(x) над ним, име>щего более deg f корней.

Следствие 5.5. Если многочлены f(x) и g(x) совпада6т более чем в d точках, где
d = max(deg f, deg g), то f(x) ≡ g(x).

В частности, многочлен, равный нул> во всех точках бесконечного кол9ца, об,)ан
равн,т9с, нул>. Однако дл, конечных колец (в частности, конечных полей) это
неверно.

Пример 5.6. Многочлен xp − x ∈ Fp[x] имеет корнем л>бой элемент пол, Fp ; это
утвер.дает мала, теорема Ферма. Следовател9но, xp − x = x(x− 1) . . . (x− (p− 1)).
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Упра;нение 5.7. Выведите и) последнего равенства еще одно дока)ател9ство тео-
ремы Вил9сона.

5.2. Ра>ло;ение на неприводимые мно;ители многочленов с целыми ко-
эффициентами. В этом ра)деле мы дока.ем факториал9ност9 кол9ца Z[x]; иначе
говор,, пока.ем, что вс,кий многочлен с целыми коэффициентами одно)начно рас-
кладываетс, на неприводимые мно.ители с целыми коэффициентами.

Пуст9 f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0, где ai ∈ Z. На)овем содер.анием cont f

многочлена f(x) наибол9ший общий делител9 его коэффициентов. Если они в)аимно
просты в совокупности, т.е. cont f = 1, будем на)ыват9 f примитивным.

Теорема 5.8 (лемма Гаусса). Содер.ание прои5ведени9 многочленов равно прои5-
ведени6 содер.аний:

cont fg = cont f · cont g.

Дока5ател)ство. Wсно, что cont fg
... cont f и cont fg

... cont g. Поэтому ну.но лиш9
дока)ат9, что прои)ведение двух примитивных многочленов снова будет примитив-
но. Пуст9 f и g примитивны. Предполо.им, что cont fg делитс, на какое-то простое
число p.

Рассмотрим многочлены f, g ∈ Fp[x], коэффициенты которых ; это остатки соот-
ветству>щих коэффициентов по модул> p (така, операци, на)ываетс, приведением
по простому модул6). Wсно, что fg = f · g. При этом все коэффициенты fg дел,т-
с, на p, следовател9но, fg = 0. Но многочлены f и g примитивны, следовател9но,
у ка.дого и) них найдетс, коэффициент, не кратный p. Поэтому f ∕= 0 и g ∕= 0.
Это противоречит тому, что кол9цо Fp[x] ,вл,етс, целостным. Rначит, fg примити-
вен. □
Предло;ение 5.9. Вс9кий многочлен с рационал)ными коэффициентами f(x) ∈
Q[x] одно5начно 5аписываетс9 в виде

f(x) =
m

n
(f(x),

где (f(x) ∈ Z[x] примитивен, а дроб) m/n несократима.

Дока5ател)ство. Существование такого представлени, очевидно. Дока.ем един-
ственност9. Предполо.им, что

m

n
(f(x) = r

s
)f(x).

Стало быт9, ms (f(x) = rn )f(x). Во)9мем содер.ание обеих частей, получим, что ms =
rn. Поэтому ms

... r. Но s и r в)аимно просты, )начит, m ... r. Аналогично мо.но
дока)ат9, что r

... m. Rначит, m = r, и поэтому n = s. □
Следствие 5.10. Если многочлен f(x) ∈ Z[x] раскладываетс9 на неприводимые со-
мно.ители как многочлен с рационал9ными коэффициентами, то он раскладыва-
етс9 на неприводимые сомно.ители той .е степени с целыми коэффициентами.

Дока5ател)ство. Предполо.им, что в Q[x]

f(x) = g(x)h(x), f(x) = m (f(x),

где m = cont f , т.е. (f(x) примитивен.
Представим g(x) и h(x) в виде, ука)анном в предло.ении 5.9:

g(x) =
p

q
(g(x), h(x) =

r

s
(h(x).
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В),в содер.ание f(x) и воспол9)овавшис9 леммой Гаусса, получаем, что mqs = pr.
Rначит, p ... s и r

... q. Поэтому у сомно.ителей в скобках в ра)ло.ении

f(x) =

*
r

q
(g(x)

+,p
s
(h(x)

-

коэффициенты у.е будут целыми, что и требовалос9. □
Следствие 5.11. Если многочлен с целыми коэффициентами f(x) делитс9 на при-
митивный многочлен g(x) в Q[x], то он делитс9 на g(x) и в Z[x] (т.е. частное этих
многочленов имеет целые коэффициенты).

Подведем итог. Мы дока)али следу>щее утвер.дение.

Теорема 5.12. Кол)цо многочленов Z[x] факториал)но. Неприводимыми элемен-
тами в нем 9вл96тс9, во-первых, примитивные многочлены, неприводимые как
элементы Q[x], и, во-вторых, неприводимые элементы Z (т.е. простые числа).

Дока5ател)ство. Второе утвер.дение вытекает и) следстви, 5.11: если многочлен
и) Z[x] неприводим как многочлен и) Q[x], это )начит, что в Z[x] он мо.ет делит9-
с, тол9ко на многочлен той .е степени (т.е. пропорционал9ный ему) или нулевой
степени (т.е. константу). Ка.дый такой многочлен пропорционален примитивному;
последний и будет ,вл,т9с, неприводимым. Тем самым ка.дый элемент и) Z[x]
мо.но представит9 в виде прои)ведени, неприводимых, причем единственным об-
ра)ом. Теорема дока)ана. □


