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4.1. Делимост+ в кол+цах главных идеалов. В этом ра)деле A — кол9цо глав-
ных идеалов.

Дадим определение наибол9шего общего делител, двух элементов. Привычное
определение 1.2 )дес9 у.е не работает, т.к. в прои)вол9ном кол9це непон,тно, что
такое «наибол9ший». Поэтому придётс, обобщат9 определение 1.3.

Определение 4.1. Пуст9 a, b ∈ A. Наибол)шим общим делителем элементов a, b
(обо)начение: (a, b)) на)ываетс, такой элемент d, что d | a и d | b, и при этом d
делитс, на л6бой другой общий делител9 элементов a и b.

При таком определении a priori не,сно, что НОД двух элементов вообще суще-
ствует. Однако это несло.но дока)ат9.

Предло;ение 4.2. В кол)це главных идеалов у л6бых двух элементов a, b ∈ A
существует наибол)ший общий делител), который выра.аетс9 чере5 них в виде
d = ax+ by.

Дока5ател)ство. Рассмотрим идеал (a, b) ⊂ A. Он главный; пуст9 он поро.дён
элементом d. Это )начит, что d = ax + by. Дока.ем, что d — НОД элементов a и b.
Действител9но, поскол9ку a, b ∈ (a, b) = (d), оба этих элемента дел,тс, на d. Пуст9
e — какой-то другой общий делител9 a и b. Поскол9ку e | a и e | b, получаем, что
e | ax+ by = d, что и требовалос9. □
Определение 4.3. Если (a, b) = 1, то a и b на)ыва>тс, в5аимно простыми.

4.2. Существование и единственност+ ра>ло;ени? на простые. Введем по-
н,тие ассоциированных элементов. Два элемента a и b на)ыва>тс, ассоциированны-
ми (обо)начение: a ∼ b), если a = bs, где s обратим. Иными словами, элементы a и
b ассоциированы, если идеалы (a) и (b) совпада>т.

Простое число — это такое число, которое делитс, на единицу и на себ,. Обобщим
это пон,тие на прои)вол9ные кол9ца.

Определение 4.4. Необратимый ненулевой элемент p кол9ца A на)ываетс, про-
стым, если его нел9), представит9 в виде p = ab, где a и b — необратимые элементы.
Иными словами, вс,кий делител9 простого элемента p ассоциирован либо с 1, либо
с p.

Gамечание 4.5. Простые элементы в кол9це многочленов обычно на)ыва>т непри-
водимыми.

Наша бли.айша, цел9 — дока)ат9 существование и единственност9 ра)ло.ени,
элемента в прои)ведение простых в кол9цах главных идеалов. Сначала дока.ем
следу>щу> лемму.

Лемма 4.6. Пуст) A — кол)цо главных идеалов, элемент p прост, и p | a1 . . . an.
Тогда p | ai при некотором i.

Дока5ател)ство. Сначала дока.ем лемму при n = 2. Пуст9 p | ab. Допустим, что
p ∕ |a; пока.ем, что p | b. Действител9но, если p не делит a, то p и a в)аимно просты.
Напишем линейное выра.ение их НОДа:

1 = px+ ay.

Домно.им обе части равенства на b:

b = pbx+ aby.
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Права, част9 делитс, на p, так как ab делитс, на p. Rначит, b делитс, на p.
Случай прои)вол9ного n дока)ываетс, индукцией по числу сомно.ителей. □
Отс>да следует единственност9 ра)ло.ени, элемента кол9ца главных идеалов на

простые мно.ители (с точност9> до ассоциированности) — аналог основной теоремы
арифметики. Дока)ател9ство в этом случае так.е почти не отличаетс, от случа,
кол9ца целых чисел.

Теорема 4.7. Пуст) A — кол)цо главных идеалов, a ∈ A — необратимый элемент,
причём

a = p1 . . . pn = q1 . . . qm,

где pi, qi простые. Тогда n = m, причём q1, . . . , qn мо.но перенумероват) так, что
ка.дый и5 qi станет ассоциированным с соответству6щим pi.

Дока5ател)ство. Пуст9 n ≤ m. Дока.ем теорему индукцией по n. Ба)а: при n = 1
дока)ыват9 нечего.

Переход. Поскол9ку p1 | q1 . . . qm, в силу предыдущей леммы p1 делит некоторый
qi. Бе) ограничени, общности будем считат9, что i = 1. Поскол9ку q1 так.е прост,
получаем, что p1q̃1. Стало быт9, обе части равенства p1 . . . pn = q1 . . . qm мо.но со-
кратит9 на p1 и получит9 равенство p2 . . . pn = sq2 . . . qm, где s обратим. Мы свели
теорему к случа> n − 1 сомно.ител,, а дл, него она верна по предполо.ени> ин-
дукции. □

Тепер9 дока.ем существование ра)ло.ени, элемента в прои)ведение простых.
Это утвер.дение, которое в Z очевидно, в случае прои)вол9ного кол9ца главных
идеалов приходитс, дока)ыват9. Кроме того, быва>т кол9ца (не ,вл,>щиес, кол9-
цами главных идеалов), в которых ра)ло.ени, элемента в прои)ведение простых не
существует.

Теорема 4.8. В кол)це главных идеалов ка.дый ненулевой необратимый элемент
мо.ет быт) ра5ло.ен на простые мно.ители.

Дока5ател)ство. Пуст9 это не так, и существу>т элементы, которые не расклады-
ва>тс, в прои)ведение простых. На)овём их плохими. Пуст9 a0 — плохой элемент.
Тогда он раскладываетс, в прои)ведение двух необратимых элементов (иначе он
был бы простым), причём хот, бы один и) сомно.ителей об,)ан так.е быт9 пло-
хим. Пуст9 a0 = a1b1, и a1 плохой. То .е самое верно про a1: он раскладываетс,
в прои)ведение a2b2, где a2 плохой, и так далее до бесконечности. Мы получили
бесконечный р,д элементов

a0, a1, . . . , an, . . . ,

где ai | ai−1. Поэтому имеет место бесконечна, строго во)раста>ща, цепочка идеалов

(a0) ⊂ (a1) ⊂ · · · ⊂ (an) ⊂ . . . .

Дока.ем, что в кол9це главных идеалов такой цепочки быт9 не мо.ет. Рассмотрим
обOединение всех идеалов цепочки: I =

'∞
i=0(ai). Это то.е идеал (почему?). Пуст9

I = (d) (вед9 A — кол9цо главных идеалов!). Тогда элемент d ле.ит в каком-то
и) (an) дл, некоторого n. Стало быт9, (an) = (an+1) = I — противоречие с тем,
что цепочка строго во)растает. Стало быт9, вс,кий элемент ра)лагаетс, на простые
мно.ители. □
Gамечание 4.9. Это .е рассу.дение проходит дл, существенно более широкого клас-
са колец: так на)ываемых нётеровых колец, в которых ка.дый идеал конечно по-
ро.дён. Поэтому в нётеровых кол9цах имеет место существование ра)ло.ени, в
прои)ведение простых — а вот единственности там мо.ет и не быт9.
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Определение 4.10. Целостное кол9цо, в котором ка.дый ненулевой необратимый
элемент ра)лагаетс, в прои)ведение простых, причём единственным (в смысле тео-
ремы 4.8) обра)ом, на)ываетс, факториал)ным.

Это определение по)вол,ет обOединит9 теоремы 4.8 и 4.7:

Теорема 4.11. Вс9кое кол)цо главных идеалов факториал)но.

4.3. Факторкол+ца. Ранее мы рассматривали конструкци> кол9ца вычетов Z/mZ.
Сейчас мы введем ее обобщение: факторкол9цо по идеалу.

Пуст9 A — прои)вол9ное коммутативное кол9цо, I ⊂ A — идеал. Определим на
мно.естве элементов и) A следу>щее отношение: будем говорит9, что x ≡ y mod I,
если x− y ∈ I. Wсно, что это отношение эквивалентности. Классы эквивалентности
— это мно.ества вида x + I = {x + a | a ∈ I}. Иногда мы так.е будем обо)начат9
класс x+ I чере) [x]. Обо)начим мно.ество этих классов чере) A/I.

На классах эквивалентности и) A/I мо.но определит9 операции сло.ени, и умно-
.ени,:

(x+ I) + (y + I) = (x+ y) + I; (x+ I)(y + I) = xy + I.

Предло;ение 4.12. Gаданные таким обра5ом операции определены корректно,
т.е. сумма и прои5ведение классов не 5авис9т от выбора их представителей.

Дока5ател)ство. Проверим корректност9 умно.ени,: пуст9 x ≡ x′ mod I и y ≡ y′

mod I. Тогда x′ = x′ + a, y′ = y + b, где a, b ∈ I. Поэтому

x′y′ = (x+ a)(y + b) = xy + ay + xb+ ab ≡ xy mod I,

поскол9ку ay, xb и ab ле.ат в I. Корректност9 сло.ени, провер,етс, аналогично.
□

Таким обра)ом, на A/I ввод,тс, операции сло.ени, и умно.ени,, что )адаёт на
нём структуру кол9ца. Полученное кол9цо на)ываетс, факторкол)цом кол9ца A по
идеалу I.

Wсно, что нулём и единицей в A/I ,вл,>тс, 0 + I и 1 + I соответственно.

Упра;нение 4.13. Дока.ите утвер.дение, обратное к предыдущему предло.е-
ни>: пуст9 I ⊂ A — абелева подгруппа по сло.ени>, причем операци, умно.ени,,
)аданна, на классах эквивалентности и) A/I, определена корректно. Пока.ите, что
I — идеал в A.

4.4. Гомоморфи>мы.

Определение 4.14. Пуст9 A, B — два прои)вол9ных кол9ца. Отобра.ение f : A →
B на)ываетс, гомоморфи5мом, если оно сохран,ет операции: а именно,

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(xy) = f(x)f(y).

Пуст9 A, B — два прои)вол9ных кол9ца. Отобра.ение f : A → B на)ываетс,
гомоморфи5мом, если оно сохран,ет операции: а именно,

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(xy) = f(x)f(y).

Gамечание 4.15. В определении мы не требуем, чтобы единица переходила в едини-
цу. Так, например, вло.ение A → A ⊕ A, a -→ (a, 0) — гомоморфи)м, хот, единицу
в единицу он не переводит.

Упра;нение 4.16. Дока.ите, что Im f ⊂ B — подкол9цо в B, а Ker f ⊂ A — идеал
в A.
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Говор,т, что гомоморфи)м инOективен/с>рOективен/биективен, если он инOекти-
вен/с>рOективен/биективен как отобра.ение мно.еств. Такие гомоморфи)мы ещё
на)ыва>т соответственно мономорфи5мами, эпиморфи5мами и и5оморфи5мами.

Несло.но дока)ат9 следу>щее предло.ение.

Предло;ение 4.17. Гомоморфи5м f : A → B 9вл9етс9 мономорфи5мом тогда и
тол)ко тогда, когда Ker f = {0}.

Дока5ател)ство. Част9 «тол9ко тогда» очевидна. Част9 «тогда» требует некоторой
проверки: пуст9 f(a) = f(a′); тогда f(a−a′) = f(a)−f(a′) = 0, то ест9 a−a′ ∈ Ker f .
Eсли Ker f = 0, это даёт равенство a = a′, то ест9 a — мономорфи)м. □
Пример 4.18. Ва.ный пример гомоморфи)ма — отобра.ение фактори)ации π : A →
A/I, π(a) = a + I, где I — прои)вол9ный идеал в кол9це A. Wсно, что π — эпимор-
фи)м.

Следу>ща, теорема утвер.дает, что вс,кий эпиморфи)м ,вл,етс, отобра.ением
фактори)ации по некоторому идеалу. Аналог этой теоремы дл, факторпространств
у.е ра)биралс, ранее в курсе линейной алгебры и геометрии.

Теорема 4.19 (о гомоморфи)ме колец). Пуст) f : A → B — гомоморфи5м колец.
Тогда Im f ≃ A/Ker f . Более точно, отобра.ение ϕ : Im f → A/Ker f , при котором
b = f(a) ∈ Im f отобра.аетс9 в π(a) = a+Ker f , ест) и5оморфи5м.

Дока5ател)ство. Во-первых, отобра.ение ϕ определено корректно, т.е. не )ависит
от выбора элемента a в слое над b. Действител9но, если b = f(a) = f(a′), то a− a′ ∈
Ker f , т.е. π(a) = π(a′).

Во-вторых, ϕ — инOективное отобра.ение: если ϕ(b) = ϕ(b′), и b = f(a), b′ = f(a′),
мы получаем, что a ≡ a′ mod Ker f , то ест9 f(a) = f(a′). То, что ϕ — с>рOекци,,
следует и) того, что π — с>рOекци, и π = ϕ ◦ f . Rначит, ϕ ,вл,етс, биекцией
(мно.еств).

Осталос9 проверит9, что ϕ сохран,ет сло.ение и умно.ение. Выполним втору>
проверку (перва, выполн,етс, аналогично). Пуст9 f(x) = u, f(y) = v. Тогда f(xy) =
uv, и

ϕ(uv) = π(xy) = π(x)π(y) = ϕ(u)ϕ(v),

что и требовалос9. □
Пример 4.20. Рассмотрим отобра.ение

ϕ : K[x] → K, f(x) -→ f(a)

вычислени, )начени, многочлена в точке a. Wсно, что это гомоморфи)м, причём
с>рOективный ()начение многочлена в данной точке мо.ет быт9 л>бым). При этом
по теореме Бе)у ,дро ϕ ест9

Kerϕ = {f ∈ K[x] | f(a) = 0} = (x− a).

Rначит, K[x]/(x− a) ∼= K.

Пример 4.21. Рассмотрим тепер9 отобра.ение вычислени, )начени, веществен-
ного многочлена в точке i:

R[x] → C, f(x) -→ f(i).

Это гомоморфи)м, причем так.е с>рOективный (провер9те это!). Кроме того, если
f(i) = 0, то f(−i) = f(i) = f(i) = 0, поэтому f(x)

... (x− i)(x+ i) = x2 + 1. Rначит,

R[x]/(x2 + 1) ∼= C.


