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Факторкольца

Задача 4.1. Докажите, что:
а) R[x]/(x− a) ∼= R; б) R[x]/(x2 − 1) ∼= R⊕ R; в) R[x]/(x2 + 1) ∼= C.

Задача 4.2. Чему изоморфны факторкольца: а) R[x]/(x2); б) R[x]/(x2 + px+ q)?

Задача 4.3. Являются ли полями факторкольца:
а) R[x]/(x3 + 1); б) R[x]/(x4 + 1); в) Q[x]/(x2 + 3)?

Задача 4.4. Приведите пример поля: а) из p2 элементов, где p > 2 простое;
б) из четырех элементов;
в*) из pn элементов.
Указание. Найдите в кольце Fp[x] неприводимый многочлен степени n.

Задача 4.5. Опишите все идеалы в кольце формальных степенных рядов R[[x]] и фак-
торкольца по ним.

Бонус: y2 = x3 − 1

⊲ Цель этой задачи — решить в целых числах уравнение y2 = x3 − 1.

Задача 4.6. а) Докажите, что если (x, y) — решение этого уравнения, то y чётно.
б) Рассмотрим равенство в Z[i]:

y2 + 1 = (y + i)(y − i).

Покажите, что сомножители в правой части взаимно просты.
в) Докажите, что если y2 = x3 − 1, то y + i и y − i являются кубами элементов из Z[i].
г) Решите уравнение y2 = x3 − 1 в целых числах.

⊲ Решение этой задачи разбирается на YouTube-канале Алексея Савватеева «Маткульт-привет!».


