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2. Втора& лекци&, 13 сент&бр& 2022 г.

2.1. Сравнени?. Пуст9 m — целое число, не мен9шее 2. Будем говорит9, что два
числа a, b ∈ Z сравнимы по модул6 m, если a− b делитс, на m. Обо)начение:

a ≡ b mod m.

Wсно, что это равносил9но тому, что a и b да>т при делении на m одинаковые
остатки.

Легко проверит9 следу>щее предло.ение (сделайте это сами):

Предло;ение 2.1. (1) Отношение «быт) сравнимыми по модул6 m» 9вл9ет-
с9 отношением эквивалентности на Z;

(2) Если a ≡ b mod m и a′ ≡ b′ mod m, то a + a′ ≡ b + b′ mod m и aa′ ≡ bb′

mod m.

Рассмотрим мно.ество классов эквивалентности по этому отношени>; будем на-
)ыват9 их классами вычетов. Введем на них операции сло.ени, и умно.ени, так:
если [a] = {a+km | k ∈ Z} — класс, содер.ащий a, и [b] — аналогично определенный
класс, содер.ащий b, то [a] + [b] = [a+ b] и [a] · [b] = [ab]. Втора, част9 предыдущего
предло.ени, пока)ывает, что это определение корректно.

Определенные таким обра)ом операции удовлетвор,>т обычным )аконам ариф-
метических действий: дл, них верны переместител9ный, сочетател9ный и распреде-
лител9ный )аконы, существу>т нул9 и единица (то ест9 они обра)у>т кол)цо — этот
термин будет обO,снён на следу>щей лекции).

Дл, примера составим таблицы умно.ени, остатков по модул> 6 и 7. При этом
мы опускаем строчку и столбец, отвеча>щие умно.ени> на нул9: они состо,т и)
одних нулей.

6 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5
2 2 4 0 2 4
3 3 0 3 0 3
4 4 2 0 4 2
5 5 4 3 2 1

7 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 1 3 5
3 3 6 2 5 1 4
4 4 1 5 2 6 3
5 5 3 1 6 4 2
6 6 5 4 3 2 1

Сопоставив эти таблицы, мо.но сделат9 некоторые набл>дени,. Так, например, в
первой и) таблиц (по модул> 6) встреча>тс, нули; иначе говор,, существу>т такие
два ненулевых остатка, прои)ведение которых равно нул>. Такие остатки на)ыва-
>тс, делител9ми нул9. Так, например, по модул> 6 делител,ми нул, будут числа
2, 3 и 4.

Wсно, что по составному модул> делители нул, всегда будут: так, если m состав-
ное, то существу>т такие k и ℓ, отличные от единицы, дл, которых m = kℓ. Поэтому
числа k и ℓ соответству>т ненулевым остаткам, прои)ведение которых равно нул>
по модул> m.

Чут9 менее тривиален обратный вопрос: верно ли, что в арифметике остатков по
простому модул> делителей нул, нет? (Например, по модул> 7 их нет, что подтвер-
.даетс, второй таблицей). Ока)ываетс,, что это то.е верно.

Дока.ем это. Рассмотрим арифметику остатков по модул> p и предполо.им про-
тивное: пуст9 нашлис9 такие k и ℓ, которые да>т при делении на p ненулевые остат-
ки — но при этом их прои)ведение делитс, на p нацело, то ест9 kℓ = pm. Но это
противоречило бы основной теореме арифметики: действител9но, в ра)ло.ение чис-
ла kℓ на простые мно.ители не мо.ет входит9 число p, т.к. ни k, ни ℓ на p не
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делитс,. Однако это .е число равно pm, в ра)ло.ение которого на простые мно-
.ители p, очевидно, входит. Это противоречит единственности ра)ло.ени, целого
числа на простые мно.ители.

Мы получили следу>щее

Предло;ение 2.2. В арифметике остатков по модул6 m нет делителей нул9
тогда и тол)ко тогда, когда m 9вл9етс9 простым числом.

2.2. Остатки по простому модулE. Далее нас будет интересоват9 в основном
тот случай, когда m простое; в этом случае будем обо)начат9 его буквой p, а со-
ответству>щее мно.ество остатков (с операци,ми сло.ени, и умно.ени,) будет
обо)начат9с, чере) Z/pZ.

Мо.но сделат9 еще одно набл>дение: в ка.дой и) строк второй таблицы )апи-
саны в каком-то пор,дке все ненулевые остатки по модул> 7: все числа от 1 до 6
встреча>тс, в ней по одному ра)у, и ни одно не повтор,етс,. Ока)ываетс,, что так
обстоит дело и дл, прои)вол9ного простого модул,:

Предло;ение 2.3. Пуст) p простое, a ∈ Z/pZ — некоторый ненулевой остаток.
Тогда среди остатков 0, a, 2a, 3a, . . . , (p− 1)a нет повтор96щихс9.

Дока5ател)ство. Пуст9 два остатка k,m ∈ Z/pZ таковы, что ak = am. Тогда a(k −
m) равно нул>. Но мы тол9ко что дока)али, что в Z/pZ прои)ведение двух ненулевых
остатков отлично от нул,. Пскол9ку по услови> a ∕= 0, то это )начит, что k−m = 0,
то ест9 k = m, что и требовалос9. □

И) этого несло.ного предло.ени, вытекает нескол9ко интересных следствий.

Следствие 2.4. В Z/pZ линейное уравнение ax = b при a ∕= 0 имеет единственное
решение.

Дока5ател)ство. Действител9но, переберем все во)мо.ные )начени, x, то ест9 рас-
смотрим все остатки вида 0, a, 2a, . . . . Согласно предыдущему предло.ени>, среди
них будет остаток, равный b, причем ровно один. □

Частным случаем этого следстви, ,вл,етс, следу>щее утвер.дение.

Следствие 2.5. Дл9 ка.дого ненулевого числа a ∈ Z/pZ существует и единствен-
но обратное, то ест) такое число x, что ax = 1.

Это число обычно обо)начаетс, a−1.

Пример 2.6. Например, в Z/7Z обратным к остатку 3 будет остаток 5: действи-
тел9но, 3 · 5 = 15, что дает остаток 1 по модул> 7.

Gамечание 2.7. Отметим, что в арифметике по составному модул> ни то, ни другое
следствие не будет выполн,т9с,. Так, например, по модул> 6 уравнение 2x = 4 будет
имет9 два решени,: 2 и 5, а ни один и) остатков 2, 3 и 4 не будет обратим.

Упра;нение 2.8. Вы,сните, какие остатки будут обратимы в арифметике остатков
по прои)вол9ному составному модул> m.

А что будет, если перемно.ит9 все остатки a, 2a, . . . , (p − 1)a? С одной стороны,
получитс, ap−1 ·1 ·2 · · · · · (p−1) = ap−1(p−1)!. С другой стороны, согласно предло.е-
ни> 2.3, эти остатки — это те .е 1, 2, . . . , p−1, тол9ко )аписанные в другом пор,дке.
То ест9 их прои)ведение равн,етс, (p− 1)!. Тем самым мы получаем равенство

ap−1(p− 1)! = (p− 1)!.

Поделив это равенство на (p−1)! (контрол9ный вопрос: почему это мо.но сделат9?),
получаем следу>щу> теорему.
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Теорема 2.9 (мала, теорема Ферма). Пуст) p простое. Тогда дл9 л6бого a, не
кратного p, верно, что

ap−1 ≡ 1 mod p.

Gамечание 2.10. Иногда эту теорему формулиру>т так: дл9 л6бого a ∈ Z/pZ верно,
что

ap ≡ a mod p.

Упра;нение 2.11. Пока.ите, что остатки, обратные к самим себе, то ест9 такие,
дл, которых a = a−1 — это в точности 1 и p−1. Выведите отс>да теорему Вил)сона:

(p− 1)! ≡ −1 mod p.

2.3. Китайска? теорема об остатках.

Теорема 2.12. Пуст) n1, . . . , nk — набор попарно в5аимно простых чисел, и пуст)
r1, . . . , rk — прои5вол)ные целые числа. Тогда существует такое число M , дл9 ко-
торого !

"#

"$

M ≡ r1 mod n1;

. . .

M ≡ rk mod nk.

Более того, если M и M ′ — два решени9 этой системы сравнений, то

M ≡ M ′ mod n1 . . . nk.

Дока5ател)ство. Пуст9 N = n1 . . . nk. Обо)начим чере) Ni прои)ведение всех чисел
n1, . . . , nk, кроме ni. Пуст9 Mi — такое число, дл, которого MiNi ≡ 1 mod ni; такое
число существует, т.к. Ni в)аимно просто с ni. Тем самым число MiNi даёт остаток
1 по модул> ni и остаток 0 по всем остал9ным модул,м n1, . . . , nk, кроме ni. Найд,
такие числа, нетрудно построит9 и решение исходной системы сравнений: оно равно

M = r1M1N1 + · · ·+ rkMkNk.

Пуст9 тепер9 M,M ′ — два таких числа; тогда их ра)ност9 удовлетвор,ет сравнени,м
M−M ′ ≡ 0 mod ni при всех i = 1, . . . , k. Но т.к. ni попарно в)аимно просты, отс>да
следует, что M −M ′ делитс, на N = n1 . . . nk, что и требовалос9. □

Втору> част9 теоремы мо.но сформулироват9 так: число M , удовлетвор,>щее
такой системе сравнений и неравенствам 0 ≤ M < N , единственно.

2.4. Интерпол?ционный многочлен Лагран;а. Китайска, теорема об остат-
ках так.е справедлива и дл, многочленов от одной переменной — например, с веще-
ственными (или комплексными) коэффициентами. Дока)ател9ство аналогично, т.к.
не испол9)ует ничего, кроме делени, с остатком. Rададимс, нескол9кими попарно
ра)личными числами a1, . . . , ak. По теореме Бе)у, остаток от делени, многочлена
P (x) на двучлен x − ai ест9 не что иное, как P (ai), то ест9 )начение многочлена
в соответству>щей точке. Рассмотрим в качестве модулей в китайской теореме об
остатках многочлены x − ai; они все попарно в)аимно просты. Тогда мы получаем
следствие и) китайской теоремы об остатках:

Следствие 2.13. Пуст) ai ∈ R попарно ра5личны, bi прои5вол)ны, 1 ≤ i ≤ k.
Существует единственный многочлен P (x), степен) которого не превосходит k−
1, дл9 которого P (ai) = bi.
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Действител9но, последнее условие эквивалентно тому, что Pi ≡ bi mod x − ai.
Далее, как тол9ко такой многочлен построен, его мо.но поделит9 с остатком на
(x− a1) . . . (x− ak), и мы получим многочлен степени не выше k − 1; он будет един-
ственным, т.к. ра)ност9 двух таких многочленов, согласно китайской теореме об
остатках, делитс, на (x− a1) . . . (x− ak).

Так.е китайска, теорема об остатках даёт эффективный способ построени, тако-
го многочлена. Дл, этого построим многочлен Pi(x), равный 1 в ai и 0 в остал9ных

точках aj. Он дол.ен делит9с, на (x− a1) . . . !(x− ai) . . . (x− ak); далее, сделат9 его
единичным в точке ai мо.но, поделив последний многочлен на его )начение в ai:

Pi(x) =
(x− a1) . . . !(x− ai) . . . (x− ak)

(ai − a1) . . . !(ai − ai) . . . (ai − ak)

Отс>да легко найти многочлен, да>щий в a1, . . . , ak предписанные )начени, b1, . . . , bk:

P (x) =
k%

i=1

bi
&

j ∕=i

x− aj
ai − aj

.

Это интерпол9ционный многочлен Лагран.а, )накомый вам по прошлогоднему кур-
су.


