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4. Четверта& лекци&, 27 сент&бр& 2021 г.

4.1. Факторкол+ца. Ранее мы рассматривали конструкци> кол9ца вычетов Z/mZ.
Сейчас мы введем ее обобщение: факторкол9цо по идеалу.

Пуст9 A — прои)вол9ное коммутативное кол9цо, I ⊂ A — идеал. Определим на
мно.естве элементов и) A следу>щее отношение: будем говорит9, что x ≡ y mod I,
если x− y ∈ I. Yсно, что это отношение эквивалентности. Классы эквивалентности
— это мно.ества вида x + I = {x + a | a ∈ I}. Иногда мы так.е будем обо)начат9
класс x+ I чере) [x]. Обо)начим мно.ество этих классов чере) A/I.

На классах эквивалентности и) A/I мо.но определит9 операции сло.ени, и умно-
.ени,:

(x+ I) + (y + I) = (x+ y) + I; (x+ I)(y + I) = xy + I.

Предло;ение 4.1. Gаданные таким обра5ом операции определены корректно, т.е.
сумма и прои5ведение классов не 5авис9т от выбора их представителей.

Дока5ател)ство. Проверим корректност9 умно.ени,: пуст9 x ≡ x′ mod I и y ≡ y′

mod I. Тогда x′ = x′ + a, y′ = y + b, где a, b ∈ I. Поэтому

x′y′ = (x+ a)(y + b) = xy + ay + xb+ ab ≡ xy mod I,

поскол9ку ay, xb и ab ле.ат в I. Корректност9 сло.ени, провер,етс, аналогично.
□

Таким обра)ом, на A/I ввод,тс, операции сло.ени, и умно.ени,, что )адаёт на
нём структуру кол9ца. Полученное кол9цо на)ываетс, факторкол)цом кол9ца A по
идеалу I.

Yсно, что нулём и единицей в A/I ,вл,>тс, 0 + I и 1 + I соответственно.

Упра;нение 4.2. Дока.ите утвер.дение, обратное к предыдущему предло.ени>:
пуст9 I ⊂ A — абелева подгруппа по сло.ени>, причем операци, умно.ени,, )а-
данна, на классах эквивалентности и) A/I, определена корректно. Пока.ите, что
I — идеал в A.

4.2. Гомоморфи>мы.

Определение 4.3. Пуст9 A, B — два прои)вол9ных кол9ца. Отобра.ение f : A → B
на)ываетс, гомоморфи5мом, если оно сохран,ет операции: а именно,

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(xy) = f(x)f(y).

Пуст9 A, B — два прои)вол9ных кол9ца. Отобра.ение f : A → B на)ываетс,
гомоморфи5мом, если оно сохран,ет операции: а именно,

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(xy) = f(x)f(y).

Gамечание 4.4. В определении мы не требуем, чтобы единица переходила в единицу.
Так, например, вло.ение A → A ⊕ A, a .→ (a, 0) — гомоморфи)м, хот, единицу в
единицу он не переводит.

Упра;нение 4.5. Дока.ите, что Im f ⊂ B — подкол9цо в B, а Ker f ⊂ A — идеал
в A.

Говор,т, что гомоморфи)м инOективен/с>рOективен/биективен, если он инOекти-
вен/с>рOективен/биективен как отобра.ение мно.еств. Такие гомоморфи)мы ещё
на)ыва>т соответственно мономорфи5мами, эпиморфи5мами и и5оморфи5мами.

Несло.но дока)ат9 следу>щее предло.ение.
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Предло;ение 4.6. Гомоморфи5м f : A → B 9вл9етс9 мономорфи5мом тогда и
тол)ко тогда, когда Ker f = {0}.

Дока5ател)ство. Част9 «тол9ко тогда» очевидна. Част9 «тогда» требует некоторой
проверки: пуст9 f(a) = f(a′); тогда f(a−a′) = f(a)−f(a′) = 0, то ест9 a−a′ ∈ Ker f .
Eсли Ker f = 0, это даёт равенство a = a′, то ест9 a — мономорфи)м. □

Пример 4.7. Ва.ный пример гомоморфи)ма — отобра.ение фактори)ации π : A →
A/I, π(a) = a+I, где I — прои)вол9ный идеал в кол9це A. Yсно, что π — эпиморфи)м.

Следу>ща, теорема утвер.дает, что вс,кий эпиморфи)м ,вл,етс, отобра.ением
фактори)ации по некоторому идеалу. Аналог этой теоремы дл, факторпространств
у.е ра)биралс, ранее в курсе линейной алгебры и геометрии.

Теорема 4.8 (о гомоморфи)ме колец). Пуст) f : A → B — гомоморфи5м колец.
Тогда Im f ≃ A/Ker f . Более точно, отобра.ение ϕ : Im f → A/Ker f , при котором
b = f(a) ∈ Im f отобра.аетс9 в π(a) = a+Ker f , ест) и5оморфи5м.

Дока5ател)ство. Во-первых, отобра.ение ϕ определено корректно, т.е. не )ависит
от выбора элемента a в слое над b. Действител9но, если b = f(a) = f(a′), то a− a′ ∈
Ker f , т.е. π(a) = π(a′).

Во-вторых, ϕ — инOективное отобра.ение: если ϕ(b) = ϕ(b′), и b = f(a), b′ = f(a′),
мы получаем, что a ≡ a′ mod Ker f , то ест9 f(a) = f(a′). То, что ϕ — с>рOекци,,
следует и) того, что π — с>рOекци, и π = ϕ ◦ f . Rначит, ϕ ,вл,етс, биекцией
(мно.еств).

Осталос9 проверит9, что ϕ сохран,ет сло.ение и умно.ение. Выполним втору>
проверку (перва, выполн,етс, аналогично). Пуст9 f(x) = u, f(y) = v. Тогда f(xy) =
uv, и

ϕ(uv) = π(xy) = π(x)π(y) = ϕ(u)ϕ(v),

что и требовалос9. □

Пример 4.9. Рассмотрим отобра.ение

ϕ : K[x] → K, f(x) .→ f(a)

вычислени, )начени, многочлена в точке a. Yсно, что это гомоморфи)м, причём
с>рOективный ()начение многочлена в данной точке мо.ет быт9 л>бым). При этом
по теореме Бе)у ,дро ϕ ест9

Kerϕ = {f ∈ K[x] | f(a) = 0} = (x− a).

Rначит, K[x]/(x− a) ∼= K.

Пример 4.10. Рассмотрим тепер9 отобра.ение вычислени, )начени, веществен-
ного многочлена в точке i:

R[x] → C, f(x) .→ f(i).

Это гомоморфи)м, причем так.е с>рOективный (провер9те это!). Кроме того, если
f(i) = 0, то f(−i) = f(i) = f(i) = 0, поэтому f(x)

... (x− i)(x+ i) = x2 + 1. Rначит,

R[x]/(x2 + 1) ∼= C.
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4.3. Китайска? теорема об остатках. Сначала определим пр,му> сумму колец.

Определение 4.11. Пр9ма9 сумма A ⊕ B колец A и B — это кол9цо, элеменами
которого ,вл,>тс, пары (a, b), где a ∈ A, b ∈ B, а сло.ение и умно.ение )ада>тс,
покомпонентно.

Rаметим, что подкол9ца {(a, 0)} ∼= A и {(0, b)} ∼= B ,вл,>тс, идеалами в A⊕ B.
Вернёмс, к кол9цам главных идеалов. В них так.е имеет место аналог китай-

ской теоремы об остатках, который очен9 просто формулируетс, и дока)ываетс, с
помощ9> пон,ти, факторкол9ца.

Теорема 4.12 (Китайска, теорема об остатках). Пуст) A — кол)цо главных идеа-
лов, элементы u, v ∈ A в5аимно просты. Тогда

A/(uv) ≃ A/(u)⊕ A/(v).

Дока5ател)ство. Поскол9ку u и v в)аимно просты, чере) них мо.но линейно вы-
ра)ит9 единицу:

1 = au+ bv.

Рассмотрим гомоморфи)м

f : A → A/(u)⊕ A/(v), f(x) = (x+ (u), x+ (v)).

Тогда f(bv) = f(1− au) = (1, 0), f(au) = f(1− bv) = (0, 1). Следовател9но, гомомор-
фи)м f с>рOективен. Очевидно, что его ,дро — это идеал (uv). Поэтому требуемое
утвер.дение следует и) теоремы о гомоморфи)ме колец. □
Упра;нение 4.13. Чему и)оморфно факторкол9цо R[x]/(x2 + px + q)? (ответ )а-
висит от )нака дискриминанта квадратного трёхчлена).


