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Конечные арифметики

Задача 2.1. Решите сравнения:
а) 7x ≡ 1 mod 11; б) 7x ≡ 1 mod 12; в) 7x ≡ 5 mod 12.

Задача 2.2 (китайская теорема об остатках).
а) Пусть числа m и n взаимно просты. Докажите, что естественное отображение Z/mnZ →

Z/mZ× Z/nZ является биекцией.
б) Пусть m1, . . . ,mk попарно взаимно просты. Докажите, что для любых b1, . . . , bk най-

дется такое x, для которого x ≡ bi mod mi для всех i. Что можно сказать о его
единственности?

Задача 2.3. Решите системы сравнений:

а)

!
x ≡ n− 1 mod n;

x ≡ n mod n+ 1;
б)

!
x ≡ 5 mod 7;

x ≡ 3 mod 8;
в)
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x ≡ 2 mod 5;

x ≡ 3 mod 7;

x ≡ 4 mod 9;

г)
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x ≡ 1 mod 4;

x ≡ 2 mod 7;

x ≡ 3 mod 10.

Задача 2.4. Имеют ли следующие уравнения решения в целых числах?
а) 12x+ 5 = y2; б) 15x2 − 7y2 = 9; в) x2 + y2 = 3z2; 2x − 1 = 5y.

Задача 2.5. Вычислите: а) 21001 mod 11; б) 20202021 mod 57.

Задача 2.6 (ленивый бином Ньютона). Если p простое, то (a+ b)p ≡ ap+ bp mod p.

Задача 2.7. Вычислите 12021 + 22021 + · · ·+ (p− 1)2021 mod p.

Задача 2.8. Для каких простых p вычет −1 является полным квадратом по модулю p?
Иначе говоря, при каких p уравнение x2 ≡ −1 mod p разрешимо?


