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Симметрические операторы и билинейные формы

11.1. Найдите собственный ортонормированный базис и матрицу в этом базисе
симметрического оператора, заданного в некотором ортонормированном базисе
матрицей:

а)
(
2 1
1 2

)
; б)

0 0 1
0 1 0
1 0 0

; в)

 1 2 −8
2 2 10
−8 10 5

; г)

 5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5

.

11.2. Найдите ортогональное преобразование, приводящее квадратичную функцию
к главным осям:

а) 6x21 + 5x22 + 7x23 − 4x1x2 + 4x1x3;
б) x21 + x22 + x23 + 4x1x2 + 4x2x3 + 4x1x3;
в) x21 + x22 + 5x23 − 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3;
г) 2x1x2 − 6x1x3 − 6x2x4 + 2x3x4.

11.3. Докажите, что если f(x) =
∑n

i=1 λix
2
i , то

max(|λ1|, . . . , |λn|) = max
|x|=1

f(x).

11.4. Докажите, что функции

1√
2
, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx

составляют собственный ортонормированный базис для симметрического опера-
тора d2

dx2
в пространстве

Vn = {a0 + a1 cosx+ b1 sinx+ · · ·+ an cosnx+ bn sinnx}

со скалярным произведением

(f, g) =
1

π

∫ π

−π
f(x)g(x)dx.


