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Семинар 5
5.1. Докажите, что число трехмерных диаграмм Юнга в прямоугольном паралле-

лепипеде a× b× c равняется
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Определение. n-й убывающей степенью числа x называется число x↓n = x(x−1) . . . (x−
n+ 1). Заметим, что x↓m+n = x↓m · (x−m)↓n.

5.2. Докажите, что

PP (a, b, c) =

(
c∏

j=1

(a + b + j − 1)↓b

(b + j − 1)!

)
det(a + i− 1)↓j−1.

Указание. Представьте биномиальный коэффициент как отношение убывающих сте-
пеней и воспользуйтесь линейностью определителя по строкам и столбцам.

5.3. а) Вычислите определитель det(x↓j−1i ).
б) Вычислите определитель det(a + i− 1)↓j−1 из предыдущей задачи.

5.4 (формула Макмагона). Докажите, что:
а) PP (a, b, c) =
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5.5. а) Докажите, что производящая функция для числа трехмерных диаграмм
Юнга в прямоугольном параллелепипеде равна

PPq(a, b, c) =
a∏
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b∏
i=1

c∏
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.

б) Выведите из этой формулы, что производящая функция для числа произвольных
трехмерных диаграмм Юнга имеет вид

PP (q) =
∞∏
k=1

1

(1 − qk)k
.

5.6. Пусть Λk = (k − 1, . . . , 2, 1) — ступенчатая диаграмма Юнга. Докажите, что
число поддиаграмм Юнга в ней равняется k-му числу Каталана Catk = 1
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)
.



Симметрические функции, матфак ВШЭ 10 октября 2018 г.

5.7. Докажите, что число трехмерных диаграмм Юнга, лежащих внутри призмы с
основанием Λk и высотой h, равняется определителю
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h
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5.8. Докажите, что определитель из предыдущей задачи равен∏
1≤i≤j≤h

i + j + 2k − 2

i + j − 2
.


