
Àëãåáðà I, âåñåííèé ñåìåñòð 2018 ã.

Çàäà÷è äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó.

ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ

1. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîðû è ìàòðèöû

Çàäà÷à 1. Óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî z çàäà¼ò ïðåîáðàçîâàíèå âåùåñòâåííîé
ïëîñêîñòè:

Mz : w 7→ z · w.

Ïðåäñòàâüòå M1+i â âèäå êîìïîçèöèè ïîâîðîòà è ãîìîòåòèè. Âûïèøèòå ìàòðèöó ïðå-
îáðàçîâàíèÿ M1+i (ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð íà R2) â ñòàíäàðòíîì
áàçèñå.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ
ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1]. ßâëÿþòñÿ ëè ôóíêöèè x3, sin(x), cos(x) è ex ëèíåéíî çà-
âèñèìûìè â V ?

Çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R[x] êàê âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ïðåäñòàâüòå âåêòîð x4−4x3+3 êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ (x−1),
(x− 1)2, (x− 1)4.

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì ïîëå R êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q. ßâëÿþòñÿ ëè
âåêòîðû 1,

√
2,

√
3,

√
6 ëèíåéíî çàâèñèìûìè?

Çàäà÷à 5. Äëÿ α ∈ C îáîçíà÷èì ÷åðåçQ(α) ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäïîëå âC,
ñîäåðæàùåå α. Íàéäèòå áàçèñ â Q(α) (ðàññìàòðèâàåìîì êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä Q), åñëè:
(à) α = i; (á) α = 3

√
2; (â) α =

√
2 +

√
3; (ã) α = cos 2π

5
+ i sin 2π

5
; (ä) α = π

Âûïèøèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà α â íàéäåííîì áàçèñå.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü F ⊂ C � ìèíèìàëüíîå ïîäïîëå, ñîäåðæàùåå âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
f(x) ∈ Q[x]. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïîëÿ F êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Q, åñëè:
(à) x2 − 2; (á) x3 − 2; (â) x4 + 4; (ã) x4 + 1; (ä) x4 − 2.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü f = x4 + x3 + x2 + x + 1. Ïîñòðîéòå áàçèñ íàä R â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå R[x]/(f). Âûïèøèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà x â íàéäåííîì
áàçèñå.

Çàäà÷à 8. Âûïèøèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 3 â áàçèñå {1, x, x2, x3}.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíê-
öèé íà R ñòåïåíè íå âûøå äâà. Äëÿ êàæäîãî a ∈ R îïðåäåëèì îïåðàòîð ñäâèãà
Ta : V → V ôîðìóëîé:

(Taf)(x) = f(x+ a).

Âûïèøèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà Ta â áàçèñå {1, x, x2}.
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2. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà, âåêòîðû è êàíîíè÷åñêèå ôîðìû îïåðàòîðîâ

Çàäà÷à 10. Ïóñòü A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
V , òàêîé ÷òî A2 = A. Äîêàæèòå, ÷òî V = Ker(A) ⊕ Im(A), ïðè÷¼ì îïåðàòîð A ïðè
îãðàíè÷åíèè íà Im(A) äåéñòâóåò êàê òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Çàäà÷à 11. Íàéäèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
a −b −c −d
b a d −c
c −d a b
d c −b a

 .

Çàäà÷à 12. Äëÿ êàæäîãî φ ∈ R íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû
îïåðàòîðà íà C2, çàäàííîãî â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ìàòðèöåé(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

Çàäà÷à 13. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ n-îå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è ÷åðåç n.

Çàäà÷à 14. Íåêîòîðûé îïåðàòîð T íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ

T 2 − 5T + 6I = 0.

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. ×åìó ìîãóò áûòü ðàâíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðà T?

Çàäà÷à 15. Âû÷èñëèòå êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû(
3
2

1
2

1 1

)10

ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé âêëþ÷èòåëüíî.

Çàäà÷à 16. Ïóñòü f(x) ∈ R[x] � ìíîãî÷ëåí, à A � âåùåñòâåííàÿ 2 × 2-ìàòðèöà ñ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1 è λ2.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè λ1 ̸= λ2, òî

f(A) = f(λ1)
A− λ2I

λ1 − λ2

+ f(λ2)
A− λ1I

λ2 − λ1

.

(á) Ïðèäóìàéòå àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ ñëó÷àÿ λ1 = λ2.

Çàäà÷à 17. Ñóùåñòâóåò ëè öåëî÷èñëåííàÿ 3× 3-ìàòðèöà A, òàêàÿ ÷òî
(a) A3 − 2I = 0; (á) A2 + I = 0?; (â) A4 + 4I = 0; (ã) A3 + 2A2 + 3A+ 4I = 0?

Çàäà÷à 18. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé

(à)

4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

 ; (á)

1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

 ; (â)

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

 ; (ã)


0 −2 3 2
1 1 −1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1

 .

Çàäà÷à 19. Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíê-
öèé íà R ñòåïåíè íå âûøå äâà. Äëÿ êàæäîãî a ∈ R îïðåäåëèì îïåðàòîð Ta : V → V
ôîðìóëîé:

(Taf)(x) = f(ax+ 1).
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Íàéäèòå âñå ñîáñòâåííûå è êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà Ta äëÿ êàæäîãî
a ∈ R.

Çàäà÷à 20. Äëÿ âåùåñòâåííîé 2×2-ìàòðèöû A =

(
a b
c d

)
íàéäèòå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà MA íà ïðîñòðàíñòâå 2× 2-ìàòðèö, äåéñòâóþùåãî
ïî ôîðìóëå

MA : X 7→ AX.

3. Ìèíèìàëüíûé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíû

Çàäà÷à 21. Âûðàçèòå ñëåä è îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ÷åðåç êîðíè å¼ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Çàäà÷à 22. Íàéäèòå ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà n× n-ìàòðèöû ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñàìîé ìàòðèöû äëÿ
(a) n = 2; (á) n = 3; (â) ïðîèçâîëüíîãî n.

Çàäà÷à 23. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð íà êîíå÷íîìåðíîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, à I � òîæäåñòâåííûé, òî det(I + A) = 1.

Çàäà÷à 24. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè îïåðàòîð A íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
λ, òî λ � êðàòíûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà A? Âåðíî ëè
îáðàòíîå?

Çàäà÷à 25. ÐàññìîòðèìQ( 3
√
2) êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåìQ. Îïðåäåëèì

îïåðàòîð Ma : Q( 3
√
2) → Q( 3

√
2) óìíîæåíèÿ íà a ∈ Q( 3

√
2) ôîðìóëîé:

Ma : x 7→ ax.

Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà Ma äëÿ a = 1 + 3
√
2.

Çàäà÷à 26. Íàéäèòå ìèíèìàëüíûé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíû îïåðàòîðà
â R10, êîòîðûé â íåêîòîðîì áàçèñå çàïèñûâàåòcÿ �òàáëèöåé óìíîæåíèÿ�, òî åñòü,
ìàòðèöåé 10× 10, ó êîòîðîé íà (i, j)-òîì ìåñòå ñòîèò ij.

Çàäà÷à 27. Äîêàæèòå, ÷òî â n-ìåðíîì êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêèé
ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n− 1.

Çàäà÷à 28. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
âñÿêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò ëèáî ñîáñòâåííûé âåêòîð, ëèáî èíâàðèàíòíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2.

Çàäà÷à 29. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íåêîòîðîãî îïåðàòîðà ðàâåí (t− 1)2(t−
2)2, à ìèíèìàëüíûé ðàâåí (t − 1)2(t − 2). Êàêîé âèä ìîæåò èìåòü æîðäàíîâà íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà ýòîãî îïåðàòîðà?

Çàäà÷à 30. Ìîæåò ëè âåùåñòâåííàÿ 5 × 5 ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì
óðàâíåíèÿì
(a) (x2 + 1)m(x2 − 1)n = 0; (á) (x2 + 1)m(x2 + 2)n = 0; (â) (x5 − 1)m = 0

äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ m è n? Åñëè òàêàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, òî ÷åìó ìîæåò
áûòü ðàâåí å¼ ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí?

Çàäà÷à 31. Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîòîðîé ðàâåí
χ, à ìèíèìàëüíûé µ, ãäå
(à) χ = t6 − 1, µ = t3 − 1
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(á) χ = (t− 1)2(t− 2)3, µ = (t− 1)(t− 2)
(â) χ = (t− 1)5(t− 2)5, µ = (t− 1)2(t− 2)3

4. Áèëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Çàäà÷à 32. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷åñêèõ n×n
ìàòðèö ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Çàäà÷à 33. Ïóñòü V ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ 2 × 2 ìàòðèö. Îïðåäåëèì íà V
ôîðìó

(A,B) =
1

2
(det(A+B)− det(A)− det(B))

(òàêàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì îïðåäåëèòåëåì).
(à) Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìà (·, ·) áèëèíåéíà è ñèììåòðè÷íà.
(á) Âûïèøèòå ìàòðèöó ôîðìû (·, ·) â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.

Çàäà÷à 34. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó b(x, y) ðàíãà 1 ìîæíî ïðèâå-
ñòè ê âèäó f(x)g(y), ãäå f(x) è g(y) � ëèíåéíûå ôîðìû. Ê êàêîìó ñàìîìó ïðîñòîìó
âèäó ýòó ôîðìó ìîæíî ïðèâåñòè çàìåíîé áàçèñà?

Çàäà÷à 35. Îïðåäåëèòå òèï êâàäðèêè x2 + 4xy + 2xz + z2 + 3x+ z − 6 = 0.

Çàäà÷à 36. Íàéäèòå íîðìàëüíûé âèä êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé:
(à)

∑
1≤i<j≤n xixj; (á)

∑n−1
i=1 xixi+1.

Çàäà÷à 37. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íàä
R äèàãîíàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

Çàäà÷à 38. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â íåêîåì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå â Rn èìååò
ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè a íà äèàãîíàëè è b âíå íå¼. Ê êàêîìó íàèáîëåå ïðîñòîìó âèäó
ìîæíî å¼ ïðèâåñòè, ïåðåéäÿ ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó?

5. Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Çàäà÷à 39. ßâëÿåòñÿ ëè ñèììåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåí
(à) x2

1x2 + x1x
2
2 (n = 2); (á) (x1 + x2)(x2 + x3)(x1 + x3) (n = 3);

(â) (x1 + x2)(x2 + x3)(x3 + x4)(x1 + x4) (n = 4) (ã) x3
1 + x3

2 + . . .+ x3
n?

Åñëè äà, íàéäèòå åãî ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Çàäà÷à 40. (à) Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë, îáðàòíûõ êîìïëåêñíûì êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà
x4 − x2 − x− 1.
(á) Ñóììà äâóõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 2x3 − x2 − 7x+ λ ðàâíà 1. Íàéäèòå λ.

Çàäà÷à 41. Ïîñòðîéòå áàçèñ â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Sn,≤d ñèììåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå d îò n ïåðåìåííûõ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
åñëè:
(à) n = 2, d = 3; (á) n = 3, d = 2; (â) n è d � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå.

Çàäà÷à 42. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êó-
áû êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

x4 − x− 1.

Çàäà÷à 43. Íàéäèòå ñóììó k-òûõ ñòåïåíåé êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

xn +
xn−1

1!
+

xn−2

2!
+ . . .+

1

n!
äëÿ âñåõ k ≤ n.
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Çàäà÷à 44. Äàíà 3× 3-ìàòðèöà A, è èçâåñòíî, ÷òî trA = trA2 = trA3 = 3. Íàéäèòå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A.

Çàäà÷à 45. Ïóñòü x1,. . . , xn � êîðíè ìíîãî÷ëåíà

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a0.

Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò x2,. . . , xn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ìíîãî÷ëåíà îò x1 è êîýôôèöèåíòîâ a1,. . . , an.

6. Äèñêðèìèíàíòû è ðåçóëüòàíòû

Çàäà÷à 46. Âûðàçèòå äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà

ax4 + bx2 + c

÷åðåç a, b è c.

Çàäà÷à 47. Âûðàçèòå ÷åðåç p è q äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà ïÿòîé ñòåïåíè

x5 + px+ q.

Çàäà÷à 48. (à) Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ìíîãî÷ëåí x3+x2−2x−1 èìååò êðàòíûé
êîðåíü â ïîëå Fp èç p ýëåìåíòîâ?
(á) Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ìíîãî÷ëåíû x3 − 3x2 + 1 è 2x4 − 5x2 − x− 1 èìåþò

îáùèé êîðåíü â ïîëå Fp èç p ýëåìåíòîâ?
(â) Ïóñòü F ⊂ C � ìèíèìàëüíîå ïîäïîëå, ñîäåðæàùåå âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà x3 +

3x+ 1. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïîëÿ F êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Q.

Çàäà÷à 49. Âû÷èñëèòå äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà xn − 1.

Çàäà÷à 50. Èñêëþ÷èòå y èç ñèñòåìû óðàâíåíèé{
x2 − xy + y3 = 0

x3 − xy + y2 = 0.

7. Àáåëåâû ãðóïïû

Çàäà÷à 51. Íàéäèòå ôàêòîðãðóïïó (Z⊕Z)/H, ãäåH ⊂ Z⊕Z� ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ
èç âåêòîðîâ ñ ÷¼òíûìè êîîðäèíàòàìè, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 3.

Çàäà÷à 52. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ôàêòîðãðóïïå Z3/H, ãäå H ⊂ Z3 � ïîäãðóïïà,
ïîðîæä¼ííàÿ âåêòîðàìè (1, 1, 0), (1, 0, 1) è (0, 1, 1)?

Çàäà÷à 53. Íàéäèòå ôàêòîðãðóïïó Z2/H, ãäå H ⊂ Z2 � ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ
äâóìÿ âåêòîðàìè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè (a, b) è (c, d).

Çàäà÷à 54. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ýéëåðà φ(n) îò íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n, êàê
÷èñëî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè m è
n âçàèìíî ïðîñòû, òî

φ(m)φ(n) = φ(mn).

Çàäà÷à 55. Âû÷èñëèòå φ(pk) äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ∈ N è íàòóðàëüíûõ k.

Çàäà÷à 56. Ïóñòü (Z/nZ)∗ � ãðóïïà âñåõ îáðàòèìûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n îòíîñè-
òåëüíî óìíîæåíèÿ.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî |(Z/nZ)∗| = φ(n), ãäå φ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî (Z/mnZ)∗ ≃ (Z/nZ)∗× (Z/mZ)∗.
(â)∗ Ïðè êàêèõ n ãðóïïà (Z/nZ)∗ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé?
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Çàäà÷à 57. (à) Ïðîâåðüòå, ÷òî ãðóïïà (Z/17Z)∗ íåíóëåâûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 17
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ïðåäúÿâèâ îáðàçóþùóþ ýòîé ãðóï-
ïû.
(á)∗ Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé 17-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëèíåé-

êîé.

Çàäà÷à 58. Íàéäèòå âñå ïàðû èçîìîðôíûõ ãðóïï â ñëåäóþùåì ñïèñêå:

(1) ((Z/5Z)∗,×); (2) ((Z/8Z)∗,×); (3) (Z/4Z,+);

(4) (Q∗,×); (5) (Q,+); (6) (R+,×); (7) (R,+).

8. Ãðóïïû äâèæåíèé è ïåðåñòàíîâîê

Çàäà÷à 59. (à) Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû äâèæåíèé ïëîñêîñòè. Äîêà-
æèòå, ÷òî âñå ýëåìåíòû g ∈ G èìåþò îáùóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó x (òî åñòü g(x) = x
äëÿ êàæäîãî g ∈ G).
(á) Êëàññèôèöèðóéòå âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à 60. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà âðàùåíèé òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîõðàíÿþ-
ùèõ äàííûé êóá, èçìîðôíà S4.

Çàäà÷à 61. Ðàçëîæèòå ïåðåñòàíîâêó(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 8 5 9 7 4 1 2 6

)
â ïðîèçâåäåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ.

Çàäà÷à 62. Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå ñèììåòðèé
(a) ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà; (á) òåòðàýäðà; (â) êóáà.

Çàäà÷à 63. Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ S3, S4 è S5.

Çàäà÷à 64. (à) Îïèøèòå âñå ïåðåñòàíîâêè â Sn, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â
ïðîèçâåäåíèå (âîçìîæíî ïåðåñåêàþùèõñÿ) öèêëîâ äëèíû òðè.
(á) Ïðè êàêèõ k â ãðóïïå Sn íàéä¼òñÿ ïåðåñòàíîâêà ñ ÷èñëîì èíâåðñèé ðàâíûì k?

Çàäà÷à 65. Ïóñòü G � ãðóïïà âðàùåíèé òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîõðàíÿþùèõ
ïðàâèëüíûé äîäåêàýäð.
(a) Ðàññìîòðèì òðè äåéñòâèÿ ãðóïïû G: íà ìíîæåñòâå âåðøèí, ð¼áåð è ãðàíåé

äîäåêàýäðà. Äëÿ êàæäîãî äåéñòâèÿ íàéäèòå âñå îðáèòû è ñòàáèëèçàòîðû.
(á) Íàéäèòå ïîðÿäîê ãðóïïû G.
(â) Äîêàæèòå, ÷òî G èçîìîðôíà A5.

9. Àáñòðàêòíûå ãðóïïû

Çàäà÷à 66. Ãðóïïà èç âîñüìè ýëåìåíòîâ äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå èç ñåìè ýëåìåíòîâ.
Ñêîëüêî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìîæåò áûòü ó òàêîãî äåéñòâèÿ?

Çàäà÷à 67. Â ãðóïïå G íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N ïîðÿäêà
5. Äîêàæèòå, ÷òî N ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû G.

Çàäà÷à 68. Íàéäèòå âñå êîíå÷íûå ãðóïïû (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà), â êîòîðûõ
åñòü ðîâíî äâà êëàññà ñîïðÿæ¼ííîñòè.

Çàäà÷à 69. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà 35 öèêëè÷åñêàÿ.
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Çàäà÷à 70. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà pn, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, èìååò íåòðè-
âèàëüíûé öåíòð.

Çàäà÷à 71. Ïóñòü A,B ⊂ G � äâå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå G, òàêèå ÷òî
A ∩B = {e}.
(à) Äîêàæèòå, ÷òî ab = ba äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a ∈ A, b ∈ B.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè G = AB, òî G ≃ A×B.

10. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ

Çàäà÷à 72. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû GL2(C) ñîïðÿæåíèÿìè íà 2× 2-ìàòðèöàõ:

(g, A) 7→ gAg−1.

Îïèøèòå âñå îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ.

Çàäà÷à 73. (à) Íàéäèòå öåíòð ãðóïïû GLn(F), ãäå F � ïîëå.
(á) Íàéäèòå ïîðÿäîê ãðóïïû PGLn(Fq) (=ôàêòîðãðóïïà GLn(F) ïî öåíòðó), ãäå

F � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 74. Íàéäèòå ãðóïïû (à) PGL2(Z/2Z); (á) PGL2(Z/3Z); (â) PGL2(Z/5Z).

Çàäà÷à 75. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, à G = GL2(Z/pZ).
(à) Íàéäèòå íîðìàëüíóþ íåàáåëåâó ïîäãðóïïó â G, îòëè÷íóþ îò G.
(á) Íàéäèòå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 â G.
(â) ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí ïîðÿäîê ýëåìåíòà èç G?
(ã) Íàéäèòå ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè â G.

Çàäà÷à 76. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aut(G) ãðóïïó âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G. Ãðóï-
ïîâàÿ îïåðàöèÿ íà Aut(G) � êîìïîçèöèÿ. Ïîñòðîéòå èçîìîðôèçìû:
(à) Aut(Z/nZ) ≃ (Z/nZ)∗;
(á) Aut(Z/pZ⊕ Z/pZ) ≃ GL2(Z/pZ) äëÿ ïðîñòîãî p;
(â) Aut(S3) ≃ S3;
(ã) Aut(Sn) ≃ Sn ïðè n ̸= 6.


